Fosil 1

Ehtimal nozoriyyosi

“Masalon, ayrica bir adaman harokatini qabagcadan dizgin toxmin elayo
bilmazsan, amma bir grup adaman na elayacayini daqiq deya bilarson. Fardlar
forqlidir, amma zarakterlorin bir-birina faiz nisbati dayismazdir. Statistik da
bela deyir”.

Serlok Holms
“Dérdlarin isarasi”

Ehtimal nozeriyyesi fonni anakiitlonin, miigahidolorin vo ya tesadiifi hadise sayila
bilacak har seyin modellogdirilmasi ii¢ilin vasite tomin eden ve biitilin statistikanin 6ze-
yini togkil edon tomseldir. Statistiklor bu modellor vasitoesilo tamin yalniz bir hissesinin
todqiqi esasinda anakiitlo haqqinda naticogixarmani gercoklogdire bilirlor.

Ehtimal noazoriyyesi uzun ve zongin bir tarixo malikdir vo onun tarixi on az
XVII osro gedib ¢ixir. O zaman Paskal vo Fermat dostlar: sevalye de Merenin xahisi
ilo qumar oyununun riyazi formulunu igloyib-hazirlamigdilar.

Bu foslin moagsadi ehtimal nezoriyyesine horterafli giris vermok deyil; belo bir cohd
bu goder qisa miiddetde miimkiin deyil. ©ksino, biz statistikanin Oyrenilmesi li¢lin
osas olan ehtimal nozoriyyasinin bozi osas ideyalarini tosvir etmoyo caligiriq.

Statistika ehtimal nazeriyyesinin temsli lizerinde quruldugu kimi, ehtimal nezeriy-
yosi do 6z névbesinde ¢oxluglar nozeriyyesi iizerinds qurulub. Bu sebabdan ¢oxluglar
nozoriyyesinden basglayiriq.

1.1 Coxluqglar nozoriyyosi

Statistikin osas mogsoedlorindon biri eksperiment aparmaqla anakiitlo hagqinda natico
cgixarmaqdir. Bu merhelods ilk addim miimkiin naticalori vo ya statistika terminologi-
yasi ilo desok, “niimune sahesi”’ni (sample space) miloyyon etmokdir.

Torif 1.1.1 Mioyyen bir tocriibonin biitlin miimkiin naticelorinin coxlugu —
S tacriibe iigiin nimuna sahasi adlanir.

Ogor eksperiment gopik atmaqdan ibarotdirse, nlimune sahosi iki naticodon: bag (H)

va quyruq (T) hisseden ibaret olacaq; beloliklo,
S={H, T}

Digor torofdon, eksperiment ixtiyari bir universitetde tesadiifi yolla secilmig tolo-
bolorin SAT imtahaninin naticelorini miisahide etmokdon ibarstdirse, niimuns sahasi
200 ilo 800 arasindaki miisbot tam ododlor olacaq ki, bu da onun coxlugudur, yoni
S = {200, 210, 220, ..., 780, 790, 800}. Yekun olaraq her hansi bir eksperimenti
nazorden kecirin. Burada niimunas sahasi biitiin miisbat adadlerden ibaret olacaq, yeni

S = (0, c0).
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Niimunoe sahosini ona daxil olan elementlorin sayina goro iki nove bolo bilorik.
Nimuns sahoesi sayila bilon ve ya sayila bilmeyen ola bilor. Niimune sahesinin ele-
mentlori tam adadlorin altgoxluguna daxil edile bilarse, nlimune sahosi hesablana bilar.
Tobii ki, ogor nlimuns sahesinde yalniz sonlu sayda element varsa, onu hesablamaq
olar. Beloliklo, gopik atma ve SAT imtahan naticelerinin niimunesi hesablana biler
(sonlu oldugu figiin). Ancaq reaksiya vaxt1 (reaction time) niimune sahesi sayila
bilmoez, ¢iinki miisbot real adedlori tam odoadlorlo bir-bir uygunlagdirmaq miimkiin
deyil. Bununla belo, reaksiya vaxtini on yaxin saniyods Ol¢sok, niimuno sahosi
(saniyslorle) S = {0, 1, 2, 3, ...} olar, sonra hesablana biler.

Sayila bilon ve sayila bilmoyen niimuns sahsleri arasindaki bu forq yalniz ehtimal-
larin toyin edilo bilmosi baximindan vacibdir. Ehtimallarin hesablanmasinin riyazi
iisullar1 forqli olsa da, ekser hallarda bu hec¢ bir cotinlik yaratmir. Yiiksek soviyyede
yalniz hesablana bilon niimuno sahslarinin ola bilacoyi iddia edilo biler, c¢linki hesab-
lamalar tam doqiglikle aparila bilmoez (tebii ki, biitiin onreqemli odedlorden ibaret
niimune sahesi hesablana bilon niimune sahesidir). Bu, praktikada dogru olsa da,
sonsuz nimune sahsleri ile olageli ehtimal ve statistik tisullar, imumiyyastle, sayila
bilon niimune saholerine nisbeton daha asan olur vo real (hesablana bilon) veziyyoto
yaxin bir ehtimal alinir.

Nimuns sahesi miiayyon edilondon sonra eksperimentin miimkiin neticelorinin
toplanmasini nazorden keciro bilarik.

Torif 1.1.2 Hadiso eksperimentin miimkiin neticelerinin istenilen toplusudur,
yoni S-in hor hans: bir altcoxlugudur (S-in 6zii do daxil olmagla).

Forz edok ki, A ixtiyari bir hadisedir ve S-in alt¢oxlugudur. Biz deyirik ki, eksperi-
mentin noticesi A ¢oxlugunda olsa, A hadisesi bag veror. Ehtimallardan bohs ederken
biz, imumiyyetls, ¢coxlugdan daha ¢cox hadisenin bagvermes ehtimalindan danigiriq.

Ovvelco ¢oxluglar: siralamaga vo beraberlegdirmeye imkan veron asagidaki iki
olageni formal olaraq miioyyon etmoliyik:

ACB&rcA=zcB (daxilolma)
A=B& ACBveBCA (baraborlik)

Verilmig hor hansi iki A vo B hadisesi (ve ya coxluglar1) esasinda agagidak: sade
¢oxluq amoliyyatlarini nezerdon kegirok:

Birlosmoe: A U B ilo yazilmig A vo B birlogmoleri ya A hadissesine, ya B hadisssine,
ya da hor ikisine aid olan elementlor toplusudur:

AUB={z:2€ Avoyazec B}

Kosismo: A N Bilo yazilmig A vo B kesigmosi hom A, hom do B elementlorino aid
olan elementlor toplusudur:

ANB={z:z€ Avoyazec B}

Tamamlayici: A° yazilmig A tamamlayicisi A-da olmayan ve S-o daxil olan biitiin
elementlorin ¢oxlugudur:

A ={z:zx¢g A}
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Misal 1.1.3 (Hadiselor iizorinde amsoliyyatlar) Standart kart oyununda tesa-
diifi yolla secilmig kartlarin biitiin miimkiin formalar1 agagidak: kimi verilib:
xag¢ (C), kerpic (D), qurmuz1 tirek (H) ve ya qara iirek (S). Bu zaman niimune
sahosi agagidak: kimi olacaq:

S={C, D, H, S}
Miimkiin olan hadiselore misal olaraq agagidakilar: gostors bilorik:
A={C,D}ve B={D, H, S}
Bu hadiselor osasinda iso agagidakilar: tapa bilorik:
AUuB={C,D,H,S}, An B={D} vo A° = {H, S}
Bundan slave, digget yetirin ki, A U B = S (S hadisesini) ve (A U B)° = (J; burada

0 bos coxlugunu (heg bir elementden ibaret olmayan ¢oxlugu) bildirir. |

Sads coxluglar iizerindoki emsliyyatlar bir goder toplama ve vurma iisuluna bon-
zoyir. Demok olar ki, coxluglara adodlor kimi baxa bilorik. Indi coxluglar iizerinds
aparilan emoliyyatlarin agagidaki faydali xiisusiyyetlorini qeyd edo bilorik.

Teorem 1.1.4 S niimuna sahasina daxil olan ixtiyari A, B, va C hadisalari ii¢iin:

a. Kommutativlik AUB=BUA,
AN B= BN A4;

b. Assosiativlik AU(BUC)=(AUB)UC,
ANn(BNC)=(ANnB)nNC

c. Paylanma ganunlar AN(BUC)=(ANB)U(AN 0),
Au(BNC)=(AuB) N (AU O

d. DeMorqan ganunlari (AU B)* = A°nN B,

(AN B) = A°U B

Isbat: Bu teoremin ¢ox hissesinin isbat1 mosolo 1.3-do sorugulur. Homcinin messlo 1.9
vo 1.10 teoremi timumilsgdirir. Bununla bels, niimuns iigiin paylanma ganununu
isbat edecayik:

AN(BUC)=(ANB)U(AN O)

(Coxluglar nozoriyyesinde teoremlori “isbat etmok” iiciin Venn diaqramlarindan
istifade ilo tanig ola bilersiniz. Qeyd edek ki, Venn diaqramlar1 bazen situasiyanin
vizuallagdirilmasinda faydali olsa da, onlarin isbatda istifade olunmasi formal olaraq
diizgiin deyil). Iki ¢coxlugun beraber oldugunu isbat etmok fi¢iin hor coxlugun digorini
ehtiva etdiyini gostermok lazimdir. Onda

AN(BUC)={z e S:zc Avoze (BU O}

(ANBUANC)={z e S:ze(ANB)voyaze (AN C)}

Once AN (BUC) C (AN B)U (AN C) oldugunu gostersk. Burada z € (AN (BU O)).
Kosigmonin terifine gore, z € (B U (), yoni ya z € B, ya da z € C olmalidir. z do A-da

olmali oldugundan bizde ya z € (4 N B), ya da z € (4 N C); buna gore do
z € ((ANBU(ANDOQO))

vo “daxilolma” slaqoesini 6dayir.
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Indi iso forz edok ki, z € ((A N B) U (A N C)). Bu o demokdir ki, z € (A N B) vo
yaz € (AN C). Ogor z € (AN B), onda z hom A, hom do B-yo daxildir. Homcinin
z € B,z e (BU C) oldugundan z € (A N (B U (C)) da dogrudur. Digoer torofden,
z € (A N C) olsa, belo noticoyo golirik ki, z € (A N (B U (C)). Belsliklo, bunu alirig:
(ANB)UANC c An(BU C). Bu ise o demokdir ki, ¢coxluglarin paylanma
ganununu isbat etdik. O

Birlogme ve kesigme omoliyyatlar: sonsuz sayda hadisslor toplusu da ola biler. ©gor
A, Ay, A,,... goxluglar toplusudursa, hamginin S niimuns sahesine daxildirse, onda

[0.9]

U A, = {bozi i-lor ligiin z € S:x € A}
=1

0.9]

ﬂ A, = {biitiin 4-lor figlin z € S: x € A}

=1

Masalon, S = (0, 1] olanda A, = [(1/4), 1] hadisesini miiayyon edek. Onda

Ua

O (1/4), 1] = {bozi i-lor iiciin z € (0, 1] : z € [(1/4)}
€ (0, 1] = [(0/1];

[(1/4), 1] = {biitiin i-ler ti¢iin = € (0, 1] : = € [(1/49), 1]}
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={ze€ (0,1 :z€[1, 1]} = {1} (1 xal i¢iin)

Sayila bilmeyen coxluglar iizerinde de birlogmelori ve kesigmolori miioyyeon etmok
mimkiindiir. Ogoer I' indeks kimi istifade olunacaq elementlor toplusudursa, onda

=
Il
_

U A, = {bozi a-lar iigin z € S: x € A}

acll

ﬂ A, = {biitiin ¢lar licin z € S: z€ A}
acll
Mosslon, I' = {biitiin miisbet haqigi adedlor} ve A, = (0, a] gotiirsek, onda
U,rA, = (0, 0o) sayila bilmoyon birlogsmodir. Halbuki sayila bilmaysn birlogmalor vo
kosigmolor statistikada miihim rol oynamir. Onlar bazen, sadecs, cavab almaq ti¢iin
faydali mexanizmdirloer (baximn: bélim 8.2.3).

Indi ise niimune sahesinin paylanma formasini miizakire edok.

Torif 1.1.5 Ogor AN B= () olsa, A vo B birga olmayan hadiselordir (yaxud bir-birini
istisna edir). Biitiin ¢ # j figiin agor A, N A= 0 olsa, onda A, A,, . . . ciit-ciit
birga olmayan hadiselordir (yaxud bir-birini istisna edir).

Birge olmayan coxluglar ortaq ndqtelori olmayan coxluglardir. Iki birgo olmayan
¢oxluglar tigiin Venn diaqramini ¢oksok, coxluglarin kasigmasi bog coxluq olacaq. Burada

A=Ti,i+1), i=0,1,2,...

A, ciit-ciit birge olmayan c¢oxluglardan ibarotdir. Daha sonra geyd edoek ki,
U4, = [0, 00).
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Torif 1.1.6 Ogor A, A,, . . . ciit-clit birge olmayan hadisolordirse vo UiZ04, = 5,
ozaman A, A,, . . . hadisalori S-in alt¢ozlugudur.

A, = [i, i + 1) ¢oxluglar1 [0, co) bolmesini tegkil edir. Umumiyystlo, bélmelor cox
faydalidir, nlimune sahosini kicik, iist-listo diigmayon hissalors bolmoyo imkan verir.

1.2 Ehtimal nezoriyyesinin asaslari

Eksperiment hoyata kecirildikde onun hayata kegirilmasi niimuns sahasindo bir noticadir.
Eksperiment bir nego dofo hoyata kecirilirse, har dafo forqli noticolor alina vo ya bazi nati-
color tokrarlana bilor. Noticonin bu “bagverms tezliyi” bir ehtimal kimi diisiiniiloe bilor.
Daha ¢ox ehtimal olunan naticolor daha tez-tez bag verir. Eksperimentin noticalorini ehti-
malla ifade etmok miimkiin olarsa, biz eksperimentin statistik tohliline baglaya bilorik.

Bu béliimde ehtimal nezeriyyesinin bezi esaslarindan bohs edocoyik. Biz ehtimal-
lar1 tezliklor baximindan miieyyen etmirik, oksine, riyazi cohotden daha sade aksio-
matik yanagmadan istifade edirik. Goriindiiyii kimi, aksiomatik yanagma ehtimallarin
gorhino aid deyil, yalniz ehtimallarin aksiomlari tomin edon funksiya ilo miioyyon
edilmesine aiddir. Ehtimallarin gorhi tamam bagga masslodir. Hadisonin “bagvermo
tezliyi” ehtimalin x{isusi sorhine bir niimunadir. Bagga bir miimkiin gorh subyektiv-
dir, burada ehtimali tezlik kimi tosovviir etmokdonsos, onu hadisenin bagvermo san-
sina inam kimi tesovviir eds bilorik.

1.2.1 Aksiomatik asaslar

S niimune sahosindoki hor bir A hadisesi ti¢iin ehtimal hesabladiqda onu P(A) kimi
isaro edoacoyik ve onun alacag qiymet sifirla bir arasinda doyigecek. P-nin (P(-) funk-
siyasinin arqumentlorinin toyin olundugu ¢oxluq) domenini S-in biitiin alt¢oxluglar:
kimi miioyyen etmok tobii goriiniir; yoni her bir A C S {igiin P(A4)-n1 A-nin bagvermas
ehtimali kimi miioyyon edirik. Toassiif ki, mosalolor o godar do sads deyil. Bozi texniki
¢otinliklori aradan qaldirmaq lazimdir. Bu texniki maqamlar iizerinde dayanmayaca-
g1q. ©homiyyot kosb etmolorine baxmayaraq, bunlar statistiklordon do ¢ox, adeten,
ehtimalcilar {iciin maraqlidir. Bununla bels, statistikanin daha yaxs1 baga diigiilmesi
on az1 agagidakilarla yaxindan tanig olmag: tolob edir.

Torif 1.2.1 Asagidaki {i¢ xasse tomin edildiyi halda S-in altgoxluglarinin toplusu B
ilo igsarolonen sigma cabri vo ya B sahasi (yaxud Borel sahasi) adlanir:

a. () € B (bos ¢oxluq B-nin elementidir).
b. ©gor A € B olsa, onda A° € B (B niimunoe sahesine beraberdir).
c. Ogor A, A,, ... € B,onda U;Z A, € B (bu birlogmoaler do B-yo aiddir).

Bos ¢oxluq 0 istenilon ¢oxlugun altgoxlugudur. Beloliklo, ) C S. Xasso (a) bu
altcoxlugun hemige sigma sahesinde oldugunu bildirir. S = (° oldugundan (a) ve
(b) xasselori B-nin hemige S-o beraber oldugunu bildirir. Bundan slave, DeMorgan
ganunlarindan bels ¢ixir ki, sayila bilon kesigmolor B-ye daxildir. Oger 4,, A,, ... € B
olsa, onda (b) xassesine gore A, A3, . .. € Bve U2 Aj € B. Bununla bels, DeMorgan
qanunundan istifade etmoklo (mosolo 1.9-da oldugu kimi) agagidak: boraberliyi alariq:

(1.2.1) (O 1) e
i=1 t=1

A;
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Bu iso (b) xassesidir, yoni N;2,4; € B

Niimuno sahasi S ilo olageli bir ¢ox forqli sigma sahoslori ola bilor. Mosolon, iki
¢oxlugun toplusu {0, S} sigma sahesidir ve bu, adeten, “trivial siqma sahesi” adlanir.
Bizim nozords tutdugumuz yegano sigma sahoesi verilmis S niimune sahesinde biitiin
aci1q ¢oxluglar: 6ziinde birlegdiren on kigik sahadir.

Misal 1.2.2 (Sigma sahosi — I) Ogor S sonlu ve ya sayila bilendirse, biz verilmis
S niimune sahesi ligiin mimkiin olan biitiin kombinasiyalar: miioyyen edirik.

B = {S-in 6zii do daxil olmagla S-in biitiin alt¢oxluqglari}
Ogor S-in n elementi varsa, onda B-de biuitliin miimkiin ¢oxluglarin say1 2" olacaq

(mosolo 1.14-0 baxin). Mesalon, S = {1, 2, 3} olsa, B 23 = 8 ¢oxluqlardan ibaret aga-
g1dak: topludur:

{1y {12} {123}
{21 {1, 3} 0
{3 {23 |
Umumiyyoatlo, agor S sayila bilmeyondirse, B-ni miioyyon etmok asan mosalo deyil.
Bununla bels, B maraq dairesinde olan hor hansi toplunu ehtiva etmoak ticiin secilir.

Misal 1.2.3 (Sigma sahesi — II) S = (o0, o0) adad oxu olsun. Bu zaman B biitiin
a vo b hoaqiqi adodlori ti¢lin

[a, b], (a,b], (a,b) vo [a,bd)

formasinin biitiin destlorini ehtiva etmok ticiin secilir. Hom¢inin B-nin xasselorinden
belo natico ¢ixir ki, B yuxarida gosterilon miixtelif ¢coxluglarin birlegsmolori ve kesis-
moleri (sonsuz sayda miimkiin ola bilon biitiin kombinasiyalar) nezers alinmagqla
formalaga bilen biitiin ¢oxluglar: ehtiva edir. |

Indi iso ehtimal funksiyasin miioyyon edo bilorik.

Torif 1.2.4 Verilon S niimune sahesi vo BB sigma sahesi lizro ehtimal funksiyas: elo
B sahasine malik P funksiyasidir.

1. P(A) > 0 biitiin A € B tciin.

2. P(S) =1.
3. Ogor A, A,, ... € Bciit-ciit birge olmayan hadisslordirss, onda P(M;214;) = 2 721 P(4;)

Torif 1.2.4-de verilmis {i¢ xasse, adeton, “ehtimal nozeriyyesinin aksiomlar1” (ve ya
ehtimal nezeriyyesinin banilerinden biri olan A.Kolmogorovun adi ilo “Kolmogorov
aksiomlar1”) adlanir. Ehtimal nezeriyyesinin aksiomlarini édeyen istenilen P funksiyasi
ehtimal funksiyasi adlamir. Aksiomatik terif hansi P funksiyasimin secilmesini deyil,
sadoco, aksiom sortlorinin tomin olunmasim telob edir. Istonilon niimune sahesi iiciin
coxlu miixtelif ehtimal funksiyalar1 miisyyen edile bilor. Miioyyen bir eksperimentds
hansinin miisahide oluna bilacayini ks etdirmaesi halo do miizakire edilmslidir.

Misal 1.2.5 (Ehtimallarin miioyyen edilmesi — I) “Odalotli sikke”nin atis ilo
baglh sade eksperimenti nozoerden kegirok. Belo ki, S = {H, T}. “Odalotli sikke”
dedikde sikkonin atilmasi zamani iki iiziindon birinin diigms ehtimali eyni olan
balanslagdirilmig sikke nozerds tutulur, buna gore do uygun ehtimal funksiyasi
sikkonin her iki liziino dair baraber ehtimallar: ehtiva edir. Yoni
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(1.2.2) P({H}) = P({T})

Qeyd edok ki, (1.2.2) ehtimal nezeriyyesinin aksiomlarmmdan ireli gelmir, oksine,
aksiomlardan forqlidir. Sikkenin hor bir {izliniin diigme ehtimalinin eyni olmasi tolobini
goymagq li¢lin ehtimalin simmetriya sorhinden (ve ya, sadoace, intuisiyadan) istifads edi-
rik. S = {H}U{T} oldugundan 1-ci aksioma esason P({H} U {T}) = 1 olur. Homg¢inin
{H} vo {T} birge olmayandir. Ona gore do P({H} U {T}) = P({H}) + P({T}) veo

(1.2.3) P({H}) + P({T}) =1

(1.2.2) vo (1.2.3) beraberliklorinin eyni vaxtda halli gosterir ki, P({H}) = P({T}) = &
(1.2.2) aksiomlara deyil, xiisusi tocriitbo haqqinda biliklerimize osaslandigindan
(1.2.3)-1 tomin edon P({H}) vo P({T}) ticiin her hans1 geyri-monfi qiymatlar ehtimal
funksiyasini miieyyen edir. Masalon, biz P({H}) = + vo P({T}) = > seco bilorik. ||

Kolmogorovun aksiomlarini homige tomin edacaylm bildiyimiz ehtimal funksiyala-
rint toyin etmok liclin imumi tisullara ehtiyacimiz var. Misal 1.2.5-ds etdiyimiz kimi,
hor bir yeni ehtimal funksiyas: {li¢iin aksiomlar1 yoxlamaq istomirik. Asagida ehtimal
funksiyasini toyin etmok ii¢iin imumi iisul verilib.

Teorem 1.2.6 Tutaq ki, S = {s, ..., 5,} sonlu ¢oxlugdur. B isa S-in alt¢oxluglarmin
istonilon sigma sahasidir. p,, ..., p, comi 1 olan geyri-manfi adadlordir. Bu zaman
istanilon A € B ii¢iin P(A) asaqidaky kimi miiayyan edilir.

=2 »

{izs;€ A}

(Bos ¢ozluq iizorinda com 0 kimi miiayyan edilib). Onda P B-nin
ehtimal funksiyasidir. Bgor S = {s,, s,,...} sayila bilon ¢ozlugdursa,
onda bu ifada dogrudur.

isbat: Burada biz sonlu olan S iiciin isbat verocoyik. Istonilon A € B {iciin
P(A) =>4 sem—1P(A} p, > 0, ¢iinki her p, > 0.

Beloliklo, aksiom 1 dogrudur. Indi

- ¥ n=Yone

s;ES5}

Beloliklo, aksiom 2 dogrudur. Tutaq ki, 4, ..., 4, ciit-ciit birge olmayan hadiselor-
dir (B yalniz sonlu sayda goxluglar1 ehtiva edir, ona gére do biz yalmz sonlu sayda
birge olmayan birlogmolori nozordon kegirmeliyik)

&
i=1 (s, €Ur A} i1 {jis; €A

Birinci vo iigiincii beraberlik P(A) ehtimalnin terifine esason dogrudur. A -lorin

birge olmayan olmasi ikinci beraborliyin dogru olmasini tomin edir, ¢linki eyni p].-lar

boraborliyin hor bir tersfinds bir dofo geyd olunur. Belolikls, aksiom 3 dogrudur vo

Kolmogorovun aksiomlar: tomin edilir. O

No6vboti niimune eksperimentin fiziki olaraq hoyata kegirilmosi zamani1 ehtimalin
neco toyin olunmasini daha aydin gostorir.
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Sokil 1.2.1.  Misal 1.2.7 igiin dart l6vhasi

Misal 1.2.7 (Ehtimallarin miieyyon edilmesi — II) Dart oyunu l6vhoye ox
atmaqla vo dartin diigdiiyii bolgeye (zonaya) verilon ndmraye uygun xal almagla
oynanilir. Tocriibasiz bir oyungu da dartin miioyyen bir bolgaye diismo ehtima-
linin bolgonin sahssi ilo miitenasib oldugunu anlayir. Beloliklo, daha boyiik bir
bolgonin vurulma ehtimali daha yiiksokdir.

Sokil 1.2.1-0 istinad edorok dart 16vhesinin radiusunun r, halgalar arasindak: mesafs-
nin ise 7/5 oldugunu goriiriik. Oger 16vhenin hemige vuruldugunu forz etsok (bu bareds
mosolo 1.7-yo baxin), onda biz

i bolgasinin sahosi

P(i xallariin hesablanmasi) =
Dart 16vhasinin sahasi

Maosolon:

2 _ 2 2
P(1 xalmin hesablanmasi) — o m(r/5)® _ g (4)
2 5
Umumi diisturu oldes etmoak asandir ve biz bunun 7 ve r~den asili olmadigim goriiriik:
N2 (5 52
P(i xallarinin hesablanmasi) = (6-19) = (5-1) , i=1,...,5
Birgo olmayan bolgolorin saholorinin comi dart 16vhesinin sahesine borabordir.
Belolikla, beg noatico lizro toyin edilmis ehtimallar 1-o barabordir vo teorem 1.2.6-ya
goro, bu, ehtimal funksiyasidir (moeselo 1.8-0 baxin). |

Ehtimalin aksiomatik inkigafim1 yekunlagdirmazdan ovvel noezers alinmali olan
daha bir maqam var. Torif 1.2.4-iin aksiom 3-ii statistiklor arasinda hamiliqla gabul
olunmasa da, adaton, sayila bilon slavalik aksiomu kimi tanimir. Hoqigaton, aksiom-
larin sade, aydin ve bagadiigiilon olmasimin lazim oldugunu iddia etmok olar. Aksiom
3-1i sads vo aydin olan diger aksiomlarla miiqayise etdikds bu, aksiomun dogru olub-
olmadigina siibho ilo yanagmaga sabob ola biler.

Sayila bilon slavelik aksiomu bu aksiomu sonlu olavelik aksiomu ilo ovez etmoyi
segon deFinettinin (1972) rohberlik etdiyi statistiklor moktobi terefinden qebul edilmir.
Sonlu alavalik aksiomu: Ogor A € B ve B € B birge olmayandirsa, onda

P(A U B) = P(A) + P(B)
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Baxmayaraq ki, bu aksiom tamamilo aydin olmaya bilor, o, siibhasiz ki, sayila
bilon slavelik aksiomundan daha sadedir (moeselo 1.12-yo baxin).

Yalniz sonlu olaveliyi forz etmok, sade olsa da, statistik nezeriyyeds goézlonilmoz
fosadlara (movzunun basa diigiilmesini giiclondirmeys miitloq mane olan fosadlar)
gotirib cixara bilor. Buna gore do sayila bilon slavelik aksiomunun moévcud oldugu
forziyyesi ilo davam edirik.

1.2.2 Ehtimallarin hesablanmast

Ehtimal aksiomlarindan ehtimal funksiyasimin bir ¢ox xasselorini, daha miirokkeb
ehtimallarin hesablanmasinda kifayst qoder faydali olan xasselori qura bilerik. Bu
manipulyasiyalardan bezileri bu béliimde otrafli miizakire olunacaq; digerlori mesolo
olaraq galacagq.

Tok bir hadise iizerinde ehtimal funksiyasinin bezi (kifayet goder aydin) xassele-
rinden baglayaq.

Teorem 1.2.8 Ogor P ehtimal funksiyasidirsa va A B-da hor hanst bir ¢ozlugdursa,
onda

a. P(0) = 0, burada 0 bos ¢oxluqdur;

b. P(4) < 1,

c. P(A°)=1— P(A).

Isbat: Ovvalco (c) bondini isbat etmok daha asandir. A vo A ¢oxluqglar: niimune

sahosinin bir hissesini tegkil edir, yoni § = A U A°. Buna gore do ikinci
aksioma osason agagidaki beraborliyi yazmaq olar:

(1.2.4) P(AU A% =P(S) =1
Homcinin A vo A° birgs olmayan coxluqglardir. Buna gora do iiciincii aksioma goro,
(1.2.5) P(A U A°) = P(A) + P(A°)

(1.2.4) vo (1.2.5) bondlerinin birlegdirilmesi (c) bendini verir.

P(A°) > 0 oldugundan (b) bendi (¢) bendinin esasinda alinir. (a)-n1 isbat etmok
tigiin S = S U () lizerinde oxsar yanagmadan istifade edirik (xatirladaq ki, hem S, hom
do ) hemise B-ye daxildir). S ve () birge olmayan oldugundan

1= P(S) = P(SU ) = P(S) + P(0)
vo buna gore do P(()) = 0. O

Teorem 1.2.8 aksioma xas xiisusiyyetlors malikdir vo buna gore do biz onlar1 yalniz
osas ii¢ Kolmoqorov aksiomundan istifade etmoklo isbat etmisik. Isbat baximindan
teorem 1.2.8-1s oxsar olan névbeti teoremds o goder do aydin olmayan ifadsler var.

Teorem 1.2.9 Ogor P ehtimal funksiyasidirsa vo A vo B do B-do hor hans
coxluqdursa, onda

a. P(Bn A°) = P(B) — P(A N B);

b. P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B);

c. Bgor A C B, onda P(A) < P(B).
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Isbat: (a) bendini qurmagq iiciin qeyd edok ki, hor hansi A ve B coxluqlar iigiin
B={Bn A} U{Bn A%}

vo buna goére do

(1.2.6) P(B)=P{BnN A} U{Bn A°}) = P(BN A) + P(BnN A°
Burada (1.2.6)-daki sonuncu beraborlik BN A vo BN A-nin birge olmayan olmasi
faktindan irsli golir. (1.2.6)-nin yeniden tegkili (a) bendini verir.

(b) bendini miioyyen etmok {i¢iin bu eynilikden istifade edirik:
(1.2.7) AUB=AU{BnN A%}

Venn diagraminda (1.2.7) beraberliyini gdstermokle onu isbat etmok daha asandir
(baxin: mosalo 1.2). (1.2.7) vo A, BN A“nin birge olmayan olmasi faktindan istifade
edorok (A vo A¢ oldugu ii¢iin) (a)-dan olde edirik:

(1.2.8) P(AU B) = P(A) + P(BN A°) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Ogor A C B olsa, onda A N B = A. Buna goro do (a) bondindoen istifade edorok
(c) bendini olde etdik.
0 < P(Bn A°) = P(B) — P(4) a
Teorem 1.2.9-un (b) bondi kesigmoenin ehtimali li¢lin faydali berabersizlik verir.

P(A U B) <1 oldugundan (1.2.8)-den bir goder diizeliglorden sonra asagidak: bora-
borsizliyi olde edirik:

(1.2.9) P(AN B) > P(A) + P(B) — 1

Bu borabersizlik Bonferroni barabarsizliyi kimi tanmir (Miller, 1981 buna yaxs:
istinaddir). Bonferroni berabersizliyi bize eyni vaxtda bag veron hadisonin (kesismonin)
ehtimalin1 ayri-ayr1 hadiselorin ehtimallar1 baximindan birlogdirmoeye imkan verir.

Misal 1.2.10 (Bonferroni boerabersizliyi) Bonferroni berabersizliyi xiisusilo
kosismonin ehtimalini hesablamaq cotin (vo ya hetta geyri-miimkiin) oldugu
zaman faydalidir. Lakin bu ehtimalin hesablanmasi ilo bagh bozi ideyalara
ehtiyac duyulur. Tutaq ki, A ve B iki hadisedir ve her birinin ehtimali 0,95-dir.
Onda hor ikisinin bagvermo ehtimali agagidak: kimi olacaq:

P(A N B) > P(A) + P(B) —1 = 0,95 + 0,95 —1 = 0,90

Qeyd edok ki, hor bir hadisenin ehtimali kifayot goder boyiik deyilso, Bonferroni
berabersizliyi faydasiz (lakin diizgiin!) menfi ededdir. |

Bu boliimii ¢oxluglar toplusu ils iglomok {i¢lin bozi faydali noticelor veron teoremlo
yekunlagdiririq.

Teorem 1.2.11 Ogoar P ehtimal funksiyasidirsa, onda
a. P(A) = 2_721(A N Gy, istanilon hissa dgin C,, C,, . . . ;
b. P(U7,14)) < Z?C:lP(Ai) istanilon coxluq tigin A, A,, . . . (Bul barabarsizliys)
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isbat: C,, C,, ... hisselorini yaratsaq, biitiin i # j ii¢iin C; N C] =0 ve S= U C
alariq. Belsliklo,

i=1

i=1

Burada sonuncu boraborlik paylanma ganunundan irsli golir (teorem 1.1.4). Buna

goro do
P(4) = P (Uu n (:,-))
i=1

C; birgs olmayan hissalor oldugundan A N C, ¢oxluglar1 da birge olmayandir veo
ehtimal funksiyasinin xassolorine osasen teorem 1.2.11-in (a) bondini almig olurug.

(Q (ANC;) ) Zf’qm(

i1 AT = UiZ1A; olan xassaden istifade edersk (b) bendini almaq {i¢iin avvelce
blrge olmayan A7, A3, ... toplusunu qururuq. A-nin B ils kesismayen hissesini A\ B ilo
qeyd edorak, A’- n1 a§ag1dak1 kimi miioyyon edirik:

i—1
j=1

Bu ifadeni daha ¢ox tanig olan simvollarla ifade etsek, A\B = A N B kimi yazmaq
olar. Buradan da aydindir ki, Ui, A7 = U2, 4;. Buna goro do

(30) (09

Burada A birgs olmayan oldugundan sonuncu baraberlik alinir.

A?“-"’-I-Z{A\(L_J] )} { A\ (L_Jl )} (A% -nin torifi)
= {,4,- n (U AJ) } n {A,\. n (LUI AJ-) } (“\"-in torifi)

i-1 k—1
= {"‘1" n 1[;} n {-"’"*' n "‘:} (DeMorgan qanunlari)

j=1

Ogor i > k olsa, yuxaridak: birinci kesismo A, ilo bog kesismoyo malik olan A gox-
lugunda olacaq. Ogor k > i olsa, arqument oxsardir. Daha sonra A7 C A-nin qurulmas:
ilo P(A7) < P(A,) alr, belalikla, teorem 1.2.11-in (b) bandini alds etmis olurug.

H<> P o
i=1

M2
~





